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1 Introduction

These days, shell structures are generally 
made of steel or wood, whereas concrete is 
rarely used. One reason for this is the com-
plex and therefore cost-intensive production 
of formwork [1], [2]. However, with the use of 
ruled surface geometries, the use of concrete 
can once again become economical. Ruled sur-
faces are created from straight lines and still 
can have a double curvature. This allows the 
formwork to be made from straight elements 
(e.g. wooden boards) or for greater precision, 
with a hot wire cutting machine. Thus, the effi  -
cient load-bearing behaviour of doubly curved 
shells can be combined with a comparatively 
simple production process [3], [4].

The potential of ruled surfaces is particularly 
evident in roof forms from 1950s and 1960s. 
In this decades, diff erent variants of concrete 
shells with ruled surface geometry were built 
worldwide. In Mexico under Felix Candela and 
in Germany under Ulrich Müther, numerous 
buildings were realized, whose design, com-
pared to other shell structures, focused on a 
simple production process.

1 Einführung 

Schalentragwerke werden derzeit häufi g aus 
Stahl oder Holz gebaut, dagegen fi ndet Beton 
aus diversen Gründen selten Verwendung. Dies 
liegt unter anderem an der aufwändigen und 
daher kostenintensiven Schalungsherstellung 
[1], [2]. Werden Schalen mit einer Regelfl ächen-
geometrie entworfen, kann die Anwendung von 
Beton wieder wirtschaftlich sein. Regelfl ächen 
werden aus Geraden erzeugt und weisen den-
noch eine doppelte Krümmung auf. Dadurch 
kann die Schalung aus geradlinigen Elementen 
(z. B. Holzbrettern) oder für eine höhere Präzi-
sion mit einer Heißdrahtschneidemaschine her-
gestellt werden. Somit lässt sich das effi  ziente 
Tragverhalten doppelt gekrümmter Schalen mit 
einer vergleichsweise einfachen Herstellung 
vereinen [3], [4].

Das Potenzial von Regelfl ächen zeigt sich vor al-
lem in Dachformen der 1950er und 1960er Jah-
ren deutlich, bei denen weltweit verschiedene 
Varianten von Betonschalen mit Regelfl ächen-
geometrie gebaut wurden. In Mexiko unter Felix 
Candela und in Deutschland unter Ulrich Müther 
wurden zahlreiche Bauten realisiert, deren Ge-
staltung im Vergleich zu anderen Schalentrag-
werken eine einfache Herstellung im Blick hat.
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2 Shells with ruled surface geometry

Ruled surfaces belong to the so-called geomet-
ric shapes, since they can be explicitly described 
by mathematical formulae. Based on their cur-
vature, ruled surfaces can be classifi ed with the 
Gaussian curvature measure κ as single curved 
(κ = 0) or negatively curved (κ < 0) surfaces. In 
the fi rst case (κ = 0), the surfaces such as cyl-
inders and cones and torsal surfaces can be 
developed and produced from a fl at material 
without distortion. In the second case (κ < 0) the 
surfaces cannot be developed and called skew. 
Most prominent representatives of the group of 
skew ruled surfaces are the hyperbolic parabo-
loid (Fig. 1 a) and the one-sheeted hyperboloid 
(Fig. 1 b). Together they form the group of the 
algebraic ruled surfaces of second order, also 
called regulus [5]. Their special feature is that 
they each carry two families of generators, i.e. 
they contain two reguli.

In general, ruled surfaces are created by mov-
ing a straight line in three-dimensional space. 
Pottmann et al. [6] categorized the generation 
of ruled surfaces in two methods: In the fi rst 
method, a straight line is moved along a direc-
trix curve c(u) with a variable direction vector 
d(u) (Fig. 1 e) or the ruled surface is generated 
by two corresponding guide curves C1 and C2

(Fig. 1 f). A further method is presented by Pott-
mann and Wallner [7], according to which the 
straight lines can be manipulated directly by 
means of line geometry [8]. This approach is de-
scribed in section 4 and was investigated in this 
project for the design of concrete shells with 
ruled surface geometry [4].

3 Conceptual design (TU Berlin)

The conception and design, the birth of the 
structure, is one of the most important and 
diffi  cult phases. The choice of building materi-
als, system and dimensions is decisive for the 
functional effi  ciency, economy, external ap-
pearance, construction and construction time. 
The conceptual design plays an important role, 
especially in shell structures: in double-curved 

2 Schalen mit Regelfl ächengeometrie

Regelfl ächen gehören zu den sogenannten geo-
metrischen Formen, da sie mathematisch expli-
zit beschrieben werden können. Anhand ihrer 
Hauptkrümmungsrichtungen lassen sich Regel-
fl ächen mit dem Gauß’schen Krümmungsmaß 
κ in einfach gekrümmte (κ = 0) oder negativ ge-
krümmte (κ < 0, von einzelnen Erzeugenden ab-
gesehen) Flächen gliedern. Im ersten Fall (κ = 0) 
sind die Flächen wie z. B. Zylinder und Kegel ab-
wickelbar und lassen sich aus einem ebenen Ma-
terial verzerrungsfrei herstellen. Im zweiten Fall 
(κ < 0) nennt man die Flächen windschief. Wichti-
ge Vertreter der Gruppe der nicht abwickelbaren 
Regelfl ächen sind das hyperbolische Parabo-
loid (Bild 1 a) und das einschalige Hyperboloid 
(Bild 1 b). Sie bilden gemeinsam die Gruppe der 
sogenannten algebraischen Regelfl ächen 2. Ord-
nung, auch Reguli genannt [5]. Ihre Besonderheit 
ist, dass sie je zwei Scharen von geraden Erzeu-
genden tragen, also zwei Reguli enthalten.

Allgemein werden Regelfl ächen durch die Bewe-
gung einer Gerade im dreidimensionalen Raum 
erzeugt. Pottmann et al. [6] kategorisieren die 
Erzeugung von Regelfl ächen insofern nach zwei 
Verfahren: Entweder wird eine Gerade entlang 
einer Leitkurve c(u) mit einem variablen Rich-
tungsvektor d(u) bewegt (Bild 1 e) oder die Re-
gelfl äche wird durch zwei korrespondierende 
Leitkurven C1 und C2 erzeugt (Bild 1 f). Eine wei-
tere Methode wird von Pottmann und Wallner 
vorgestellt [7], nach welcher die Erzeugenden 
mit Mitteln der Liniengeometrie [8] direkt ver-
ändert werden. Dieser Ansatz wird in Abschnitt 
4 beschrieben und wurde auch im Rahmen die-
ses Projektes für den Entwurf von Betonbautei-
len mit Regelfl ächengeometrie untersucht [4]. 

3 Entwurf (TU Berlin)

Der Entwurf gehört zu den wichtigsten und 
schwierigsten Phasen und ist der Ursprung des 
Tragwerks. Die Wahl der Baustoff e, des Sys-
tems und der Abmessungen ist maßgeblich für 
Funktionstüchtigkeit, Wirtschaftlichkeit, äußere 
Erscheinung, Bauausführung und Bauzeit. Vor 
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shell structures, form and construction have a 
decisive influence on each other in such a way 
that every variation of the form has a direct 
effect on structural behaviour, production and 
installation. Therefore, shell structures are not 
designed in the usual way. The focal point of the 
design is the form finding [9]. This includes a 
variety of physical and numerical methods [10]. 
The best known physical method is the hanging 
model, for example used by Antoni Gaudí and 
Heinz Isler. Classical numerical methods are the 
finite element method, dynamic relaxation and 
the force-density method [11]. However, these 
methods are usually limited to structures with 
pure membrane action [10], [12]. Furthermore, 
they only allow the consideration of one load 
case (usually dead weight) [12]. In the case of no 
pure membrane action and several load cases, 
the use of the methods involving structural op-
timization is more promising [13].

As already mentioned, ruled surfaces belong to 
the group of so-called geometric shapes, since 
they can be described mathematically or, in 
some cases, their structural behaviour can be 

allem bei Flächentragwerken spielt der Entwurf 
eine wichtige Rolle: bei doppelt gekrümmten 
Flächentragwerken beeinflussen sich Form und 
Konstruktion entscheidend, sodass jede Varia-
tion der Form eine direkte Wirkung auf Tragver-
halten, Herstellung und Montage hat. Deshalb 
werden leichte dünnwandige Flächentragwerke 
nicht in der üblichen Art und Weise entworfen. 
Im Mittelpunkt des Entwurfs steht die Formfin-
dung [9]. Dazu gibt es eine Vielzahl physikalischer 
und numerischer Methoden [10]. Die bekanntes-
te physikalische Methode ist das Hängemodell, 
beispielsweise verwendet von Antoni Gaudí 
und Heinz Isler. Klassische numerische Metho-
den sind die Finite-Elemente-Methode (direkte 
Übersetzung der physikalischen Hängemodelle), 
dynamische Relaxation und die Kraft-Dichte-
Methode [11]. Allerdings sind diese Methoden 
üblicherweise auf Tragwerke mit reiner Mem-
branwirkung beschränkt [10], [12]. Weiterhin 
ermöglichen sie nur die Betrachtung eines Last-
falles (i. d. R. Eigengewicht) [12]. Im Falle keiner 
reinen Membranwirkung und mehrerer Lastfäl-
le ist eine Ergänzung mittels der Methoden der 
Strukturoptimierung vielversprechender [13].

Bild 1: Beispiele für einige negativ gekrümmte Regelflächen (a–f) | Fig. 1: Examples of some skew ruled surfaces (a–f)
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described analytically. However, these usually 
do not show a pure membrane state, therefore, 
additional measures such as edge beams or 
prestressing have to be considered [14].

For the design of shells with ruled surface ge-
ometry the methods of structural optimization 
can be used. Here, geometric parameters are 
varied until an objective function is minimized 
[15]. The general problem of structural optimi-
zation can be described as follows [14]:

minimize 	 f(x)		               (1)

subject to	 hi(x) = 0, i = 1,…,n                 (2)
		  gj(x) = 0, j = 1,…,m                (3)
		  xk(x) = 0, k = 1,…,p                (4)

The objective function f depends on the design 
vector x, in which the optimization variables are  
defined, and m equations hi(x) and p inequali-
ties gj(x) as constraints. It is also possible to op-
timize several objective functions with different 
load cases and for the corresponding load com-
binations [16].

Depending on the type of design variables, the 
structural optimization can be divided into the 
following four subcategories: shape, topology, 
cross-section and material optimization [15], 
[16], see Table 1. In the context of this project, 
the investigations were limited to shape and 
material optimization, since the advantages of a 
ruled surface geometry can be used best here.

4 Shape optimization (TU Berlin)

In this project, a ruled surface geometry was set 
as a fixed constrain for the shape optimization. 
The shape optimization is an iterative process 
that works with three models: Design, analysis 
and optimization model [10], [16]. The design 
model defines the parametric representation 
of the shape. To develop the analysis model, the 
model properties (e.g. support conditions, load 
cases, cross-sections, material properties, etc.) 
are defined and a structural analysis based on 
finite elements (FE) is performed (Fig. 2). The 

Wie bereits erwähnt, gehören Regelflächen zu 
der Gruppe der sogenannten geometrischen 
Formen, da sie mathematisch beschrieben 
werden können bzw. ihr Tragverhalten bei eini-
gen Fällen analytisch untersucht werden kann. 
Allerdings weisen diese i. d. R. keinen reinen 
Membranzustand auf, wodurch zusätzliche 
Maßnahmen wie Randträger, Steifen oder Vor-
spannung betrachtet werden müssen [14].

Für den Entwurf von Schalen mit Regelflächen-
geometrie können die Methoden der Struk-
turoptimierung verwendet werden. Hierbei 
werden Geometrieparameter soweit variiert, 
bis eine Zielfunktion minimiert ist [15]. Das ge-
nerelle Problem der Strukturoptimierung kann 
wie folgt beschrieben werden [14]:

minimiere 	 f(x) 		                (1)

unter den Nebenbedingungen 
		  hi(x) = 0, i = 1,…,n 	               (2)
		  gj(x) = 0, j = 1,…,m 	               (3)
		  xk(x) = 0, k = 1,…,p                (4)

Die Zielfunktion f ist abhängig von dem Ent-
wurfsvektor x, in dem die Optimierungsvaria-
blen definiert sind, sowie m Gleichungen hi(x) 
und p Ungleichungen gj(x) als Nebenbedin-
gungen begrenzt. Es ist ebenso möglich, für 
mehrere Zielfunktionen und unterschiedliche 
Lastfälle sowie für die entsprechenden Lastfall-
kombinationen zu optimieren [16].

Die Strukturoptimierung kann, in Abhängigkeit 
von der Art der Entwurfsvariablen, in die fol-
genden vier Unterkategorien aufgeteilt werden: 
Form-, Topologie-, Querschnitts- und Materi-
aloptimierung [15], [16], Tabelle 1. Im Rahmen 
dieses Projektes wurden die Untersuchungen 
auf Form- und Materialoptimierung beschränkt, 
da hierbei die Vorzüge der Regelflächengeomet-
rie am besten genutzt werden können.

4 Formoptimierung (TU Berlin)

In diesem Projekt war die Regelflächengeomet-
rie als feste Bedingung für die Form der Schale 
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structural properties and results (e.g. mass, 
deformation energy, compressive and tensile 
stresses, strains, deformations, natural fre-
quencies, buckling load factors) can be used to 
defi ne an objective function or the constraints 
for the optimization [10]. The optimization mod-
el evaluates the results from the analysis model 
and searches for a shape, in which the objective 
function is minimized within the defi ned con-
straints.

The selected parameterization of the shape in 
the design model simultaneously defi nes and 
limits ("fi lters") the set of possible shapes (the 
design space) and thus has a signifi cant infl uence 
on the solution of the optimization problem 
[17]. The usual methods for parameterization 
are CAGD-based (Computaional Aided Geometric 
Design), FE-based or isogeometric analysis (IGA) 
[14]. Especially for the parameterization of ruled 

gesetzt und somit eine Beschränkung auf eine 
Formoptimierung vorgegeben. Die Formopti-
mierung ist ein iterativer Prozess, der mit drei 
Modellen arbeitet: Entwurfs-, Analyse- und 
Optimierungsmodell [10], [16]. Das Entwurfs-
modell defi niert die parametrische Darstellung 
der Form. Zur Erzeugung des Analysemodells
werden die Modelleigenschaften (z. B. Aufl ager-
bedingungen, Lastfälle, Querschnitte, Material-
eigenschaften etc.) defi niert und eine Tragwerks-
analyse auf Basis einer Finite-Elemente-Be-
rechnung (FE-Berechnung) ausgeführt (Bild 2). 
Dabei können die Tragwerkseigenschaften und 
Ergebnisse (z. B. Masse, Verformungsenergie, 
Druck- und Zugspannungen, Dehnungen, Ver-
formungen, Eigenfrequenzen, Beullastfaktoren) 
verwendet werden, um die Zielfunktion oder 
die Nebenbedingungen der Optimierung zu 
defi nieren [10]. Das Optimierungsmodell wertet 
die Ergebnisse aus dem Analysemodell aus und 

Topologieoptimierung | 
Topology optimization

Formoptimierung | 
Shape optimization

Querschnittsoptimierung | 
Cross-section optimization

Materialoptimierung | 
Material optimization

Tabelle 1: Methoden der Strukturoptimierung | Table 1: Methods of structural optimization
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surfaces and as an alternative to the methods 
mentioned above, the models of line geometry 
are recommended by Lordick et al. [8].

5 Shape optimization by using a line 
geometric model (TU Dresden)

5.1 Geometric point model of line space

The manifold of all straight lines in the Euclidean 
space is four-dimensional, i.e., for the definition 
of a straight line, at least four coordinates are 
necessary. This is also the reason why the han-
dling of straight lines it difficult to imagine the 
geometry. In order to manipulate straight lines 
computationally, it is common from a mathe-
matical point of view to consider the lines as 
points in a higher-dimensional model space. 
In the present project, the so-called dual unit 
sphere or Study sphere S𝔻² is used for this pur-
pose. Now, each point on the four-dimensional 
Study sphere corresponds to an oriented line in 
three-dimensional space. Since each ruled sur-
face can be described as the motion of a straight 
line through space [7], there is a bijective map-
ping between ruled surfaces in three-dimen-
sional space and continuous paths or curves on 
the dual unit sphere. An application of this con-
cept is for example the kinematics of industrial 
robots.

On the dual unit sphere, ruled surfaces can be 
treated like spline curves interpolating points. 
That is, in our algorithms, ruled surfaces inter-
polate individual predefined control lines rep-
resented by individual points on the dual unit 
sphere (Fig. 3). This allows to implement a range 
of well-known interpolation algorithms with 

steuert die Suche nach einer Form, bei der die 
Zielfunktion innerhalb der definierten Neben-
bedingungen minimiert wird.

Die gewählte Parametrisierung der Form im 
Entwurfsmodell definiert und limitiert („filtert“) 
gleichzeitig die Menge der möglichen Formen 
(den Entwurfsraum) und hat somit großen Ein-
fluss auf die Lösung des Optimierungsproblems 
[17]. Die üblichen Methoden für die Parametri-
sierung sind die CAGD-basierte (Computaional 
Aided Geometric Design), die FE-basierte oder die 
isogeometrische Analyse (IGA) [14]. Speziell für 
die Parametrisierung von Regelflächen und als 
Alternative zu den oben genannten Methoden 
werden die Modelle der Liniengeometrie von 
Lordick et al. [8] aufgeführt.

5 Formoptimierung mittels der Ver-
wendung eines liniengeometrischen 
Modells (TU Dresden)

5.1 Liniengeometrisches Modell

Die Mannigfaltigkeit aller Geraden im dreidimen-
sionalen Anschauungsraum ℝ3 ist vierdimensio-
nal. Das heißt im Klartext, dass zur Festlegung 
einer Geraden mindestens vier Koordinaten er-
forderlich sind. Das ist auch der Grund, warum  
der Umgang mit Geraden erhöhte Anforderun-
gen an das räumliche Vorstellungsvermögen 
stellt. Um die Geraden rechnerisch in den Griff 
zu bekommen, ist es aus mathematischer Sicht 
üblich, die Geraden als Punkte in einem höher-
dimensionalen Modellraum zu betrachten. Im 
vorliegenden Projekt wird dazu die sogenannte 
Dualsphäre oder auch Study Sphere S𝔻

2 verwen-
det. Nun entspricht jeder Punkt auf der vier-
dimensionalen Dualsphäre einer orientierten 
Geraden im dreidimensionalen Raum. Da jede 
Regelfläche als Bewegung einer Geraden durch 
den Raum beschrieben werden kann [7], gibt es 
eine bijektive Abbildung zwischen den Regelflä-
chen im dreidimensionalen Raum und stetigen 
Pfaden bzw. Kurven auf der Dualsphäre. Eine 
Anwendung ist etwa die Kinematik von Indust-
rierobotern. 

Bild 2: Schematischer Workflow des Optimierungsprozesses |  
Fig. 2: Schematic representation of the optimization workflow
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refined control options [17], [18]. The simple in-
terpolation of two points on S𝔻² by a geodesic, 
corresponds to a helical surface in three-dimen-
sional space. Furthermore, the adaptation of fi-
nite element methods to solve boundary value 
problems on S𝔻² allows linking the line geomet-
ric model to the optimization methods used in 
the following.

With the line geometric model, the identifica-
tion of individual points of a generatrix is not 
possible in a direct way. Here, one approach was 
to introduce a third component into the model 
description of the straight line, additional to the 
direction and moment vectors. Any point of the 
line can be characterized by a vector indicating 
the intersection with another straight line. This 
method is feasible, however, in the process the 
advantages of the established calculus on the 
dual unit sphere cannot be utilized. Therefore, 
this approach was not pursued. Instead, a solu-
tion approach from the first funding period of 
the SPP was retained.

For the shape optimization, the initial design 
should be defined on the dual unit sphere. This 
has the distinct advantage that the design space 
is by default restricted to ruled surfaces. How-
ever, the generated and geometrical optimal 

Auf der Dualsphäre können Regelflächen wie 
Spline-Kurven, die Punkte interpolieren, be-
handelt werden. Das bedeutet, in unseren Al-
gorithmen interpolieren Regelflächen einzelne 
vordefinierte Kontrollgeraden, welche durch 
einzelne Punkte auf der Dualsphäre repräsen-
tiert werden (Bild 3). Damit ermöglicht man die 
Implementierung einer Palette von bekann-
ten Interpolationsalgorithmen mit raffinier-
ten Kontrolloptionen [17], [18]. Die einfache 
Interpolation zweier Punkte auf S𝔻

2 durch eine 
Geodätische entspricht einer Wendelfläche im 
dreidimensionalen Raum. Ferner erlaubt die 
Adaption von Finite-Elemente-Verfahren zur 
Lösung von Randwertproblemen auf S𝔻

2 die An-
wendung des liniengeometrischen Modells auf 
die im Folgenden genutzten Optimierungsver-
fahren.

Die Identifikation einzelner Punkte einer Erzeu-
genden ist mit dem liniengeometrischen Modell 
nicht direkt möglich. Hier war ein Ansatz, ne-
ben dem Richtungs- und dem Momentenvektor 
noch eine dritte Komponente zur Beschreibung 
der Geraden mit aufzunehmen. Ein Punkt der 
Geraden kann durch einen Vektor charakteri-
siert werden, der den Schnitt mit einer anderen 
Geraden beschreibt. Diese Methode eignet sich 
zwar, jedoch verliert man hierbei den Vorteil 

Bild 3: Interpolation auf der Dualsphäre (zweidimensionaler Realteil; links) und entsprechende Regelfläche im dreidimensionalen Raum 
(schematisch; rechts) | Fig. 3: Interpolation on the Study Sphere (two-dimensional real part) on the left side and corresponding ruled  
surface in the tree-dimensional space (schematic diagram) on the right side
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shape must be translated into Euclidean space 
in order to apply the analysis model (FE model). 
Thus, the line geometric model cannot be used 
consistently for the entire optimization process. 
This is a disadvantage compared to other shape 
optimization approaches (e.g. isogeometric 
method [14]), but cannot be avoided in context 
of this project.

5.2 Piecewise geodesic interpolation of  
ruled surface patches 

The piecewise geodesic interpolation of ruled 
surface patches with continuous junctions was 
performed with the help of geodesic paths on 
the dual unit sphere. Here, a shortest path on 
S𝔻², a so-called geodesic, corresponds to a heli-
cal surface in ℝ3 (Fig. 4). The dual Rodrigues for-
mula was used for this purpose [19]:

Here, φ ∙ t describes the dual angular velocity 
between two generatrices and N the dual cross 
product, which describes the rotation axis. Ac-
cording to Chasles' theorem [20], a motion of a 
generatrix in space, i.e. a ruled surface, is de-
scribed by a rotation and a translation. Applied 
to an initial generatrix l(1), this means:

With t ∈ [0,1], the respective generatrix of the 
ruled surface is described. This can also be 
specified analogous to (6), [21] with

If the two generatices l(1) = r(1) + ∈ ∙ m(1) and  
l(2) = r(2) + ∈ ∙ m(2) are parallel, the ruled surface 
is a plane. This is a trivial minimal surface. For 
skew generatrices, the helical surface is given 
by:

des geschlossenen Kalküls auf der Dualsphäre. 
Deshalb wurde dieser Ansatz nicht weiterver-
folgt. Stattdessen wurde ein Lösungsansatz aus 
der ersten Förderperiode des SPP beibehalten.
 
Für die Formoptimierung kann das Entwurfs-
modell auf der Dualsphäre definiert werden. 
Das hat den entscheidenden Vorteil, dass der 
Entwurfsraum auf Regelflächen eingegrenzt 
wird. Allerdings muss die generierte Form in 
den euklidischen Raum übersetzt werden, da-
mit das Analysemodell (FE-Modell) erzeugt wer-
den kann. Somit kann das liniengeometrische 
Modell nicht durchgängig für den ganzen Opti-
mierungsprozess verwendet werden. Dies stellt 
einen Nachteil im Vergleich zu anderen Formop-
timierungsansätzen dar (z. B. isogeometrisches 
Verfahren [14]), ist aber im Rahmen dieses Pro-
jektes nicht zu vermeiden.

5.2 Stückweise geodätische Interpolation von 
Regelflächenstücken

Die stückweise geodätische Interpolation von 
Regelflächenstücken mit stetigen Übergängen 
wurde mithilfe geodätischer Pfade auf der Dual-
sphäre durchgeführt. Dabei entspricht eine kür-
zeste Strecke auf S𝔻

2, eine sogenannte Geodäti-
sche, einer Wendelfläche im ℝ3. Dafür wurde die 
duale Rodrigues-Formel verwendet [19] (Bild 4):

Hierbei beschreiben φ ∙ t die duale Winkelge-
schwindigkeit zwischen zwei Erzeugenden und 
N das duale Kreuzprodukt, welches die Rotati-
onsachse beschreibt. Damit wird nach Chasles-
Theorem [20] eine Bewegung einer Erzeugen-
den im Raum, also eine Regelfläche, über eine 
Rotation sowie eine Translation beschrieben. 
Auf eine Starterzeugende l(1) angewendet, be-
deutet das:

Mit t ∈ [0,1] wird die jeweilige Erzeugende der 
Regelfläche beschrieben. Diese kann auch ana-
log zu (6) mit
 

(5)

(5)

(6)

(6)

(7)

(8)
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By a piecewise connection of control lines, one 
obtains a set of helical surface patches and 
thus a composition of minimal surfaces. Un-
fortunately, the connections are only continu-
ous and in general not diff erentiable. In many 
applications, however, curvature-continuous, 
i.e. (C2)-continuous, connections are required, 
in car design even globally three times contin-
uously diff erentiable surfaces. In this respect, 
it was desirable to transfer corresponding 
smoothing algorithms to the dual sphere, which 
on the other hand aff ect the minimal surface 
property as little as possible. Proposals for this 
were already made in the fi rst phase of the SPP 
1542, but without explicitly considering the 
minimal properties [8].

5.3 Smoothing spline using an energy
minimizer 

Starting from the piecewise geodesic interpola-
tion, the goal was to smooth the connections. 
The smoothing is done with the help of a spline 
method, which is based on the energy minim-
izer from the Dirichlet principle [22]. But the 
transfer of the method into the dual number 
space is not possible without further ado, since 
within the dual numbers no ordering relation 
can be defi ned and therefore it is not possible to 

angegeben werden [21]. Falls die beiden Erzeu-
genden l(1) = r(1) + ∈ ∙ m(1) und l(2) = r(2) + ∈ ∙ m(2)

parallel sind, ist die Regelfl äche eine Ebene. Das 
ist eine triviale Minimalfl äche. Für windschiefe 
Erzeugende ergibt sich die Wendelfl äche zu:

Indem man stückweise Kontrollerzeugende ver-
bindet, erhält man Wendelfl ächenstücke und 
damit eine Komposition von Minimalfl ächen. 
Jedoch sind die Verbindungen nur stetig und 
im Allgemeinen nicht diff erenzierbar. In vielen 
Anwendungen werden jedoch krümmungssteti-
ge, das heißt (C2)-stetige Übergänge gefordert, 
im Karosseriebau sogar global dreimal stetig 
diff erenzierbare Oberfl ächen. Insofern war 
wünschenswert, glättende Algorithmen auf die 
Dualsphäre zu übertragen, die die Minimalei-
genschaft möglichst wenig verletzen. Bereits 
in der ersten Phase des SPP wurden dazu Vor-
schläge gemacht, ohne aber die Minimaleigen-
schaften explizit zu berücksichtigen [8].

(7)

(8)

Bild 4: Links: Spezielle Darstellung einer Geodätischen auf der Dualsphäre (Sphäre skaliert, Realteil inzidiert hier mit Äquator; dualer Teil, mit 
Zeiger ε, auf die Sphäre projiziert); rechts: entsprechende Wendelfl äche im ℝ3 | Fig. 4: On the left side: special visualization of a geodesic on the 
study sphere (real part matches the equator; dual part, projected onto the sphere, marked with ε); on the right: corresponding helicoid in the ℝ3
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optimize with respect to an objective function. 
Nevertheless, in order to nevertheless obtain 
meaningful results, a solution was developed  
on the basis of the boundary value problem

at given interpolation points qi ∈   and time 
points 0 = t0 < … < tm+1 = 1.

Since the ordering problems in the dual num-
bers are caused by the dual part, an attempt 
was made to perform the smoothing, consider-
ing only the real part. Despite the obvious loss 
of information, a sufficiently good optimization 
can indeed be performed with this method. The 
smoothing of the ruled surfaces succeeds con-
vincingly (Fig. 5). Furthermore, the algorithms 
allow to consider the dual part to a certain ex-
tent additionally. Although it is not vividly clear 
what the geometric meaning of this procedure 
is, it can be used as an extra design parameter 
to create variants in form finding. 

6 Development of a software module 
for shape optimization (TU Berlin)

The software module GHtoSOFi (Grasshopper to 
SOFiSTiK ) was developed at the TU Berlin in 2016 
with the aim of optimizing thin-walled concrete 
elements with ruled surface geometry using the 
line-geometric model. This module serves as an 
interface between the geometry definition (de-
sign model), the FE model including the calcula-
tion results (analysis model) as well as the eval-

5.3 Glättender Spline mithilfe des Energie-
minimierers

Ausgehend von der stückweisen geodätischen 
Interpolation war das Ziel, die Übergänge zu 
glätten. Die Glättung erfolgt mithilfe eines 
Spline-Verfahrens, welches sich am Energiemi-
nimierer des Dirichlet-Prinzips [22] orientiert. 
Jedoch ist die Übertragung des Verfahrens in 
den dualen Zahlenraum zunächst nicht ohne 
Weiteres möglich, da man innerhalb der dualen 
Zahlen keine Ordnungsrelation definieren und 
demnach auch nicht hinsichtlich einer Zielfunk-
tion optimieren kann. Um dennoch sinnvolle Er-
gebnisse zu erzielen, wurde anhand des Rand-
wertproblems

eine Lösung zu gegebenen Stützpunkten qi ∈ 	     
und Zeitpunkten 0 = t0 < ... < tm+1 = 1 konstruiert.
  
Da die Ordnungsprobleme in den dualen Zah-
len durch den Dualteil verursacht werden, wur-
de insbesondere versucht, die Glättung allein 
unter Berücksichtigung des Realteils durchzu-
führen. Trotz des offensichtlichen Informati-
onsverlustes lässt sich mit diesem Verfahren 
tatsächlich eine hinreichend gute Optimierung 
durchführen. Die Glättung der Regelflächen ge-
lingt überzeugend (Bild 5). Außerdem gestatten 
die Algorithmen, den Dualteil anteilig zu berück-
sichtigen. Obwohl nicht anschaulich klar ist, 
welche geometrische Bedeutung dieses Verfah-
ren hat, kann man es für die Variantenbildung 
bei der Formfindung einsetzen. 

6 Entwicklung eines Softwaremoduls 
zur Formoptimierung (TU Berlin)

Mit dem Ziel, dünnwandige Betonbauteile mit 
Regelflächengeometrie unter Verwendung des 
liniengeometrischen Modells zu optimieren, 
wurde im Jahr 2016 an der TU Berlin das Soft-
waremodul GHtoSOFi (Grasshopper to Sofistik) 
entwickelt. Dieses Modul dient als Schnittstel-
le zwischen der liniengeometrischen Geomet-

Bild 5: Nicht geglättete (links) sowie mithilfe des Energieminimierers 
geglättete Wendelflächenpatches (rechts) | Fig. 5: Non-smoothed 
(left) and smoothed helicoidal patches with the help of energy 
minimization (right)

(9)

(9)



498 

M. Schlaich, A. Goldack, J. P. Osman-Letelier, D. Lordick, K. Noack, M. F. Eichenauer, R. Päßler, M. Pott Abschlussbericht SPP 1542

uation of the results and generation of a new 
geometry to be analysed (optimization model).

The software module was developed in such a 
way that the entire optimization process is con-
trolled by the Grasshopper 3D (GH) plug-in. There-
fore, it can be considered as a working environ-
ment. At the beginning, within the design model 
the geometry is defined and parameterized by 
specifying variable sizes (such as span, width, 
etc.). Then the design model is transferred in an 
ASCII input file to the FE program SOFiSTiK for 
the generation of the analysis model. In the next 
step, the user defines in the optimization model 
the parameters to be optimized (also known as 
optimization variables), the required constraints 
hi(x) and gj(x) as well as the objective function(s) 
f(x). Examples of these objective functions are 
listed in section 4. Subsequently, the optimiza-
tion variables are varied in an iterative process 
until the optimum geometry is determined within 
the specified constraints and with the specified 
objective function(s). 

GHtoSOFi was developed in Visual Studio 2015 
with the "Grasshopper Assembly for v5" from  
McNeel in the C# language. This software mod-
ule has been used for the optimization of vari-
ous concrete shells with ruled surface geometry 
[1]. In the following, the potential of the devel-
oped method and the interface is shown with 
the conceptual design of a shell bridge.
 

7 Shell bridge with ruled surface geo-
metry (TU Berlin and TU Dresden)

The developed methods were used to design 
an exemplary pedestrian bridge. The bridge 
was designed as a concrete shell ruled surface 
geometry and possesses a span and constant 
thickness of 20 m and 7 cm respectively. At a lat-
er stage of the project a scaled prototype of this 
bridge was realized as a demonstrator. The first 
design (Fig. 6) was based on the methodology 
of the hanging models. In contrast, the spanned 
mesh used in the model does not only get its 
shape from the self-weight but also from the 
tension of the mesh against a wooden arch.

riedefinition (Entwurfsmodell), dem FE-Modell 
samt den Berechnungsergebnissen (Analyse-
modell) sowie der Auswertung der Ergebnisse 
und Generierung einer neu zu untersuchenden 
Geometrie (Optimierungsmodell). 

Das Softwaremodul wurde so entwickelt, dass 
der gesamte Optimierungsprozess mit dem 
Plug-In Grasshopper 3D (GH) als Arbeitsumge-
bung gesteuert wird. Zu Beginn werden inner-
halb des Entwurfsmodells die Bauteil- bzw. 
Tragwerksgeometrie definiert und durch die 
Festlegung von veränderlichen Größen para-
metrisiert (wie z. B. Spannweite, Breite usw.). 
Anschließend wird für die Erzeugung des Analy-
semodells das Entwurfsmodell in einem ASCII-
Input-File an das FE-Programm SOFiSTiK überge-
ben. Im nächsten Schritt definiert der Anwender 
im Optimierungsmodell die zu optimierenden 
Parameter, auch Optimierungsvariablen ge-
nannt, die erforderlichen Nebenbedingungen 
hi(x) und gj(x) sowie die Zielfunktion(-en) f(x). 
Beispiele für diese Zielfunktionen sind in Ab-
schnitt 4 aufgeführt. Anschließend werden 
die Optimierungsvariablen in einem iterativen 
Prozess variiert, bis innerhalb der festgelegten 
Nebenbedingungen und bei vorgegebener/n 
Zielfunktion/en die optimale Bauteilgeometrie 
ermittelt wird.

GHtoSOFi wurde in Visual Studio 2015 mit der 
„Grasshopper Assembly for v5“ von McNeel in der 
Sprache C# entwickelt. Dieses Softwaremodul 
wurde bei verschiedenen Flächentragwerken 
mit Regelflächengeometrie angewandt und ge-
prüft [1]. An dem Entwurf einer Schalenbrücke 
wird nachfolgend das Potential der entwickel-
ten Methode samt Schnittstelle gezeigt. 

7 Schalenbrücke mit Regelflächengeo-
metrie (TU Berlin und TU Dresden)

Im Folgenden wird gezeigt, wie die entwickelten 
Methoden zum Entwurf einer exemplarischen 
Fußgängerbrücke genutzt wurden. Die als Be-
tonschale geplante, 2 m breite Brücke mit einer 
konstanten Bauteildicke von 7 cm besitzt ab-
schnittsweise eine Regelflächengeometrie und 
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The description of the shape and its parameter-
ization was based on this physical model, using 
the methods of line geometry. The continuous 
ruled surface, which describes doubly curved 
parts of the bridge geometry, was generated by 
interpolation over fi ve control lines (Fig. 7, top). 
Fig. 7 below shows the various points whose 
position was parameterised and varied in the 
optimisation process.

Following is an example of optimization of a 
ruled surface, where the position of the support 
points as well as the shape of the bridge remain 
unchanged in the side view. During the optimi-
zation the curvature of the control surface was 
only varied by the angle γ (see Fig. 8, left) of 
the control line in the centre of the bridge. The 
fi rst three buckling load factors λi for a load of 
5 kN/m² on the bridge deck were defi ned as ob-

überspannt 20 m. Zu einem späteren Zeitpunkt 
des Projektes wurde ein skalierter Prototyp 
dieser Brücke als Demonstrator realisiert. Der 
erste Entwurf (Bild 6) orientierte sich an der Me-
thodik der Hängemodelle. Im Gegensatz dazu 
erhält das im Modell verwendete Orangennetz 
jedoch seine Form nicht allein durch die Ge-
wichtskraft, sondern durch die Vorspannung 
des Netzes gegen einen Bogen aus Holz.

Die Beschreibung der Form und ihre Paramet-
risierung erfolgten auf Grundlage dieses physi-
kalischen Modells, wobei die Methoden der Lini-
engeometrie verwendet wurden. Dabei wurde 
die durchgängige Regelfl äche, die wesentliche 
Teile der Brücke beschreibt, durch Interpola-
tion über fünf Kontrollgeraden erzeugt (Bild 7, 
oben). Unten in Bild 7 sind die verschiedenen 
Punkte dargestellt, deren Lage parametrisiert 
und im Optimierungsprozess variiert werden 
konnte.

Nachfolgend wird ein Beispiel für eine Optimie-
rung einer Regelfl äche exemplarisch aufgezeigt, 
bei welchem die Lage der Aufl agerpunkte sowie 
die Form der Brücke in der Seitenansicht unver-
ändert bleiben. Während der Optimierung wur-
de die Krümmung der Regelfl äche nur durch 
den Winkel γ (s. Bild 8, links) der Kontrolllinie in 
der Brückenmitte variiert. Die ersten drei Beul-
lastfaktoren λi für eine Last von 5 kN/m² auf 
dem Brückendeck wurden als Zielfunktionen 
festgelegt. Aufgrund geometrischer Randbe-
dingungen wurde der Winkel γ auf den Bereich 
von 0 bis 0,425 ∙ π beschränkt. Das Optimie-
rungsproblem lautet dann:

Bild 6: Mit Orangennetz überspannter Holzbogen als Formfi ndungsmodell der Schalenbrücke (Seitenansicht) (geplante Dimensionen in m) |
Fig. 6: Shell bridge form fi nding model by using a spanned mesh against a wooden arch (side view) (dimensions in m)

Bild 7: Parametrisierung der Brücke; oben: Erstellung der Regel-
fl äche durch Verwendung der Liniengeometrie, unten: Lage der 
parametrisierten Punkte in der Draufsicht der Brücke | Fig. 7: 
Parameterization of the bridge geometry; top: creation of the ruled 
surface through line geometry, below: position of parameterised 
points viewed from above
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jective functions. Due to geometric constraints, 
the angle γ was limited to the range from 0 to 
0.425 ∙ π. The optimization problem is then:

minimize  fi = –λi(γ); i = 1, 2, 3               (10)

subject to 0 ≤ γ ≤ 0,425 π; γ ∈ ℝ           (11)

On the right side of Fig. 8 the values of the fi rst 
three buckling load factors are shown as a func-
tion of the angle γ. The optimum values for all 
three buckling load factors are clearly given for 
the maximum angle γ. This geometry is the ba-
sis for the design of the demonstrator. 

The investigations on the shell bridge illustrate 
how strongly the structural behaviour of shell 
structures can be related to the shape. Slight 
changes in the shape already show a signifi cant 
diff erence in the buckling load factors.

8 Design and fabrication of form-
work with ruled surface geometry 
(TU Berlin and TU Dresden)

As already described in the introduction, a sig-
nifi cant diffi  culty with double-curved structures 

minimiere  fi = –λi(γ); i = 1, 2, 3               (10)
unter der Nebenbedingung   

  0 ≤ γ ≤ 0,425 π; γ ∈ ℝ           (11)

Rechts in Bild 8 sind die Werte der ersten drei 
Beullastfaktoren in Abhängigkeit vom Winkel 
γ dargestellt. Die optimalen Werte für alle drei 
Beullastfaktoren ergeben sich eindeutig für den 
maximalen Winkel γ. Diese Form bildet die Ent-
wurfsbasis des Demonstrators. 

Die Untersuchungen an der Schalenbrücke 
verdeutlichen, wie stark das Tragverhalten von 
Flächentragwerken mit der Form verbunden ist. 
Leichte Änderungen der Form zeigen bereits ei-
nen großen Einfl uss auf die Weg- und Kraftgrö-
ßen (Verformungen bzw. Schnittgrößen) sowie 
auf das Stabilitätsverhalten (Beullastfaktor).

8 Konzeption und Herstellung von 
Schalungen mit Regelfl ächengeo-
metrie (TU Berlin und TU Dresden)

Wie bereits in der Einführung beschrieben, liegt 
eine maßgebende Schwierigkeit bei doppelt 
gekrümmten Tragwerken in der aufwändigen, 

Bild 8: Brückengeometrie für γ = 0 (links oben) und γ = 0,425 ∙ π (links unten) sowie Optimierung der Beullastfaktoren (rechts) | 
Fig. 8: Bridge geometry for γ = 0 (top left) and γ = 0.425 ∙ π (bottom left) and optimisation regarding the buckling load factor (on the right)
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is the complex and consequently cost-intensive 
production of the formwork. The ruled surface 
geometry approach makes it possible to use 
rectilinear formwork elements and thus reduce 
the manufacturing effort. The production from 
polystyrene foam by hot wire cutting as listed in 
the application and the associated questions re-
garding the formwork design have been investi-
gated in the course of this research project. The 
obtained findings and questions that remained 
unanswered are presented below.

First, the cutting machine and the formwork 
material will be described. A CNC portal cutting 
machine was used, which cuts rigid foams with-
out force using a heated wire. The wire ends 
can be moved independently of each other in 
two parallel planes, which are orthogonal to the 
worktop. A wire pretensioning device allows the 
wire length to be changed during the cutting 
process and thus allows for different cutting 
angles. Extruded polystyrene rigid foam (XPS) 
was used as formwork material. Initial experi-
ence with the use of XPS was gained from the 
research activities, previously carried out at 
the Technical University of Berlin on infra-light-
weight concrete in multi-storey residential con-
struction (INBIG) [18]. In this project, simple 
concrete components were produced using  
polystyrene formwork.

When designing the formwork, the aim was to 
achieve a high surface quality of the formwork 
with the lowest possible labour input and mate-
rial consumption. In the further course, howev-
er, the dimensions of the commercially availa-
ble XPS blocks, the number of elements and the 
number of cuts required per element turned out 
to be decisive factors for the design. Due to the 
practical limitations of the working area as well 
as the size of the XPS blocks, additional form-
work joints compared to the initial formwork 
design had to be inserted, which unfortunately 
resulted in clearly visible formwork joints on the 
concrete surface. Hot wire cutting, in contrast to 
a CNC milling machine, allows larger amounts 
of material to be cut into the desired shape in 
less time. However, the disadvantage lies in the 
preparation of the cuts. In the setup used, the 

folglich kostenintensiven Herstellung der Scha-
lung. Der Ansatz der Regelflächengeometrie 
ermöglicht es, geradlinige Schalungselemente 
zu verwenden und somit den Herstellungsauf-
wand zu verringern. Die im Antrag aufgeführte 
Herstellung aus Polystyrolschaum durch Heiß-
drahtschneiden und die damit verbundenen 
Fragen hinsichtlich der Schalungskonzeption 
wurden im Zuge des Forschungsprojektes un-
tersucht. Im Folgenden werden die gewonne-
nen Erkenntnisse sowie einige offen gebliebene 
Fragen dargestellt.

Zunächst wird auf die verwendete Schneidema-
schine und das verwendete Schalungsmaterial 
eingegangen. Zum Einsatz kam eine CNC-Portal-
schneidemaschine, welche mit einem erhitzten 
Draht Hartschäume kraftlos schneidet. Dabei 
können die Drahtenden voneinander unabhän-
gig in zwei parallellen Ebenen orthogonal zur Ar-
beitsfläche bewegt werden. Eine Drahtvorspan-
nungsvorrichtung ermöglicht das Verändern der 
Drahtlänge während des Schnittvorganges und 
dadurch differierende Schnittwinkel. Als Scha-
lungsmaterial kam extrudierter Polystyrol-Hart-
schaum (XPS) zum Einsatz. Erste Erfahrungen bei 
der Verwendung von XPS lagen aus einem zuvor 
an der TU Berlin durchgeführten Forschungs-
vorhaben zu Infraleichtbeton im Geschosswoh-
nungsbau (INBIG) [18] vor. In diesem Projekt wur-
den einfache Betonbauteile unter Verwendung 
von Schalungen aus Polystyrol hergestellt.

Bei der Konzeption der Schalung war das Ziel 
eine hohe Oberflächengüte der Schalungshaut 
bei möglichst geringem Arbeitsaufwand und 
Materialverbrauch. Im weiteren Verlauf stellten 
sich jedoch die Abmessungen der handelsübli-
chen XPS-Blöcke, die Anzahl der Elemente und 
die Anzahl der je Element benötigen Schnitte 
als entscheidende Faktoren für die Konzeption 
heraus. Aufgrund der praktischen Begrenzun-
gen des Arbeitsbereiches sowie der Größe der 
XPS-Blöcke ergaben sich im Vergleich zum an-
fänglichen Schalungsentwurf zusätzliche Scha-
lungsstöße, welche leider deutlich sichtbare 
Schalungsfugen auf der Betonoberfläche verur-
sachten. Heißdrahtschneiden ermöglicht es im 
Gegensatz zu einer CNC-Fräse, größere Menge 
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an Material in kürzerer Zeit in die gewünschte 
Form zu bringen. Der Nachteil liegt allerdings 
in der Vorbereitung der Schnitte. Im genutzten 
Setup benötigte die korrekte Positionierung und 
Ausrichtung des Schnittgutes auf dem Arbeits-
tisch meist mehr Zeit als der tatsächliche Schnitt. 
Des Weiteren übertrugen sich prozessbedingt 
beim gleichen Element Fehler aus dem vorigen 
Schnitt in den folgenden. Damit bestimmt die 
Anzahl an Schnitten an einem Element maßgeb-
lich die Genauigkeit sowie den Herstellungsauf-
wand. Die Abmessungen der XPS-Blöcke stellten 
sich als entscheidender Faktor für den Material-
verbrauch heraus, da die Blöcke zunächst in die 
für die Bearbeitung benötigten Abmessungen 
gebracht werden mussten. Dadurch entstand 
bereits vor der eigentlichen Herstellung der 
Form ein hoher Verschnitt, welcher nur bedingt 
weiterverwendet werden konnte.

Während des Zusammensetzens der Schalung 
wurde beobachtet, dass aufgrund unzureichen-
der Genauigkeit der Schnitte und daraus resul-
tierender Höhensprünge und Lücken im Bereich 
der Schalungsstöße keine zufriedenstellende Be-
tonoberfläche erreichbar war. Die Ursachen da-
für können in der bereits erwähnten unpräzisen 
Positionierung und Ausrichtung des Materials 
auf dem Arbeitstisch sowie in der Übersetzung 
des CAD-Modells in Maschinensprache und der 
Kalibrierung der Schneidemaschine liegen. Zu-
sätzlich wurde festgestellt, dass sich schmale 
Elemente durch den Schnitt verzogen haben und 
daher nicht mehr passgenau waren. Die Gründe 
dafür werden entweder in der Hitzeeinwirkung 
während des Schnittvorganges oder in mögli-
chen, während der Herstellung in das Material 
eingebrachten Eigenspannungen vermutet. 

Zusätzlich wurde eine nachträgliche Oberflä-
chenbehandlung der Schalungshaut mit Zwei-
Komponenten-Epoxidharz erprobt. Da sowohl 
der Arbeitsaufwand (v. a. wegen des Arbeits-
schutzes) als auch der Zeitaufwand (lange Tro-
ckenzeit) zu groß für das nicht zufriedenstellende 
Ergebnis waren (Luftblasen in der Betonoberflä-
che), wurde für den letztendlichen Demonstra-
tor eine Schalungsbahn aus Polypropylenfasern 
(FORMTEX®-SK) verwendet. Das Faservlies leitet 

correct positioning and alignment of the ma- 
terial on the work table usually took more time 
than the actual cut. In addition, errors from the 
previous cut were propagated to the next cut 
on the same element due to the process. Thus, 
the number of cuts on an element significantly 
determines the accuracy as well as the man-
ufacturing effort. The dimensions of the XPS 
blocks turned out to be a decisive factor for the 
material consumption, since the blocks first had 
to be brought to the dimensions required for 
processing. This resulted in a large amount of 
waste material before the actual production of 
the mould, waste which could only be reused to 
a limited extent.

During the assembly of the formwork, it was 
observed that a satisfactory concrete surface 
could not be achieved due to insufficient accu-
racy of the cuts and resulting height jumps and 
gaps in the area of the formwork joints. The rea-
sons for this may be the aforementioned impre-
cise positioning and alignment of the material 
on the worktable, as well as the translation of 
the CAD model into machine language and the 
calibration of the cutting machine. In addition, 
narrow elements were found to be deformed by 
the cut and therefore no longer fit accurately. 
The reasons for this are suspected to be either 
the effect of heat impact during the cutting pro-
cess or possible residual stresses introduced 
into the material during production.

In addition, a subsequent surface treatment 
of the formwork with two-component epoxy  
resin was tested. Since both, the amount of 
work (mainly due to occupational safety) and 
the time required (long drying time) were too 
great for the unsatisfactory result (air bubbles 
in the concrete surface), a formwork sheet 
made of polypropylene fibres (FORMTEX®-SK) 
was used for the final demonstrator. The fibre 
fleece drains excess water and air from the 
fresh concrete surface, thus ensuring a dense 
and uniform concrete surface [23]. 

Considering the above-mentioned advantages 
and disadvantages, the formwork production 
from extruded polystyrene foam proved to be 
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überschüssiges Wasser und Luft aus der Frisch-
betonoberfl äche ab und sorgt somit für eine 
dichte und gleichmäßige Betonoberfl äche [23]. 

Unter Betrachtung der genannten Vor- und Nach-
teile erwies sich die Schalungsherstellung aus Po-
lystyrol-Extruderschaum als zweckmäßig, aber 
nicht zufriedenstellend. Hauptkriterien hierfür 
sind die Ungenauigkeiten im Schnittvorgang und 
die aufwändige Vorbereitung der Schnitte zum 
derzeitigen Zeitpunkt. Es ist durchaus möglich, 
dass der Einsatz eines Industriearms einen Teil 
der Probleme, etwa durch das mühsame Positio-
nieren des Materials, reduziert hätte.

9 Demonstrator (TU Berlin und 
TU Dresden)

Aus den in Dresden gefertigten Schalungstei-
len wurde eine formoptimierte Schalenbrücke 
aus Textilbeton im Labor der TU Berlin gebaut. 
Der Demonstrator verwendet an den Flanken 
windschiefe Regelfl äche. Die Textilbetonschale 
überspannt 3 m bei Wanddicken von 5 bis 7 mm. 
Mit Hilfe dieses Demonstrators konnte das bau-
praktische Potential von Regelfl ächen für Scha-
lentragwerke aus Beton verdeutlicht werden.

Für die Brücke wurde eine Feinbetonmi-
schung aus Portlandzement und Quarzsanden 
(PAGEL®/TUDALIT®-Feinbeton TF10 [24]) mit Zu-

suitable, but not satisfactory. The main criteria 
for this are the inaccuracies in the cutting pro-
cess and the time-consuming preparation of 
the cuts. It is quite possible that the use of an 
industrial robot can reduce some of the prob-
lems, such as the laborious positioning of the 
material.

9 Demonstrator (TU Berlin and 
TU Dresden)

A form-optimized shell bridge made of tex-
tile reinforced concrete was built in the lab-
oratory of the TU Berlin from the formwork 
components manufactured in Dresden. The 
demonstrator uses skew ruled surfaces on the 
fl anks. The concrete shell spans a length of 3 m
with wall thicknesses of 5 to 7 mm. With this 
demonstrator, the practical construction poten-
tial of ruled surfaces for concrete shell struc-
tures could be illustrated.

A fi ne concrete mix of Portland cement and 
quartz sands (PAGEL®/TUDALIT®-Feinbeton 
TF10 [24]) with the addition of 14% water by 
weight was used for the bridge. The ready-mix 
contains a grain size of 0–1 mm, which is suit-
able for the used carbon fi bre fabric (V.FRAAS 
SITgrid017 [25]). The fabric was easily adapted 
to the desired shape of the formwork, which 
was produced by hot wire cutting from extruded 

Bild 9: Schalungselemente und Schalung für den Demonstrator | Fig. 9: Formwork for the shell bridge
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gabe von 14 % Gewichtsanteilen Wasser verwen-
det. In der Fertigmischung ist eine Körnung von 
0–1 mm enthalten, die für das verwendete Textil-
gelege aus Carbon (V.FRAAS SITgrid017 [25]) ge-
eignet ist. Das textile Gelege ließ sich problemlos 
der gewünschten Form der Schalung anpassen. 
Die formgebende Schalung (Bild 9) wurde durch 
Heißdrahtschneiden aus Polystyrol-Extruder-
schaum (XPS) hergestellt (vgl. Abschnitt 8). Von 
einer Verarbeitung des Betons im Nassspritzver-
fahren wurde abgesehen, da Schäden auf der 
Schalungsoberfl äche wegen der hohen Aufprall-
last des Betons erwartet wurden. Deshalb wurde 
der Beton händisch im Laminierverfahren aufge-
bracht. Es wurden zwei Schichten Feinbeton ver-
wendet, welche das zentrisch eingelegte textile 
Gelege umschlossen.

Der Demonstrator (Bild 10) ist zweifach sym-
metrisch und entlang der Flanken doppelt ge-
krümmt. An seinen vier Fußpunkten wird er auf 
Stahlkugeln gelenkig gelagert. Zusätzlich wird 
die Wanddicke des Querschnittes im Bereich 
der Aufl agerpunkte vergrößert, um Spannungs-
spitzen zu vermindern. Um den Bogenschub 
der Brücke kurzzuschließen, wurde ein kleiner 
Rahmen aus Stahl gebaut.

10 Form- und Materialoptimierung 
von vorgespannten Schalen mit 
Regelfl ächengeometrie (TU Berlin)

Im Rahmen dieses Projektes wurde des Weite-
ren die Möglichkeit der Formoptimierung von 
Betonschalen mit Regelfl ächengeometrie für 
den Einsatz von Spanngliedern entlang der Er-
zeugenden untersucht [26]. Zuerst musste da-
für die Zielfunktion, welche die gewünschte Op-
timierung bestmöglich erreicht, mathematisch 
defi niert werden. Den größtmöglichen Eff ekt 
erreicht ein Spannglied, wenn die Zugspan-
nungstrajektorien, welche überdrückt werden 
sollen, parallel zur Spanngliedachse verlaufen 
[27]. Mathematisch kann dies erreicht werden, 
wenn die Trajektorien der Hauptspannungen 
als stetige Funktionen entlang der betrachteten 
Regelfl äche beschrieben werden können. An je-
dem Punkt entlang dieser Funktion können die 

polystyrene foam (XPS) (cf. section 8 and Fig. 9). 
The concrete was not processed by wet spray-
ing because damage to the formwork surface 
was expected due to the high impact load of the 
concrete. Therefore, the concrete was applied 
by hand using the lamination method. Two lay-
ers of fi ne concrete were used, which enclose 
the centrally positioned textile grid.

The demonstrator (Fig. 10) has two symmetry 
planes and is doubly curved along the fl anks. 
At its four base points, it is supported on steel 
balls, which work as hinges. In addition, the wall 
thickness of the cross-section is increased in 
the area of the supports to reduce stress con-
centrations. To absorb the lateral thrust of the 
bridge, a small steel frame was built.

10 Shape and material optimization 
of prestressed shells with ruled 
surface geometry (TU Berlin)

This project also investigated the possibility of 
optimizing the shape of concrete shells with 
ruled surface geometry for the use of tendons 
along the generators [26]. First, the objective 
function, that best achieves the desired opti-
mization had to be defi ned mathematically. A 
tendon achieves the greatest possible eff ect if 
the tensile stress trajectories, which are to be 
compressed, run parallel to the tendon axis 

Bild 10: Fertiger Demonstrator, der auch bei der Konferenz 
Footbridge 2017 in Berlin präsentiert wurde | Fig. 10: Finished 
demonstrator, which was also presented at the Footbridge 2017 
Conference in Berlin
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Tangenten genommen und der Winkel dieser 
Tangenten zur nächsten Spanngliedachse be-
stimmt werden. Falls die Zielfunktion I definiert 
ist als Aufsummierung dieser berechneten Win-
kel, würde das Minimieren von I die optimale 
Form für die Vorspannung entlang der Erzeu-
genden wiedergeben. Dieses Prinzip zeigt Bild 
11. Hier wird eine beliebige Regelfläche darge-
stellt, welche durch eine Leitkurve c(u) und eine 
Funktion d(u) für die Erzeugende erstellt wurde. 
Die Regelfläche kann durch eine lineare Kombi-
nation dieser beiden Funktionen beschrieben 
werden:

x(u,v) = c(u) + vd(u)			              (12)

Die Zugspannungstrajektorien werden im  
Bild 11 als blaue Kurven gekennzeichnet. Zur 
Berechnung der Richtungsabweichungen zwi-
schen den Zugspannungstrajektorien und der 
dazugehörigen Erzeugenden muss der Haupt-
zugspannungsvektor Γ(x(u, v)) bezüglich der 
Achse, welche durch d(u) definiert wird, be-
stimmt werden. Der resultierende Winkel Θ(u,v) 
kann darauffolgend durch den Arkuscosinus 
des Skalarproduktes der zwei Vektoren dividiert 
durch deren jeweilige Länge bestimmt werden 
(vgl. Bild 11).

Als Zielfunktion wird das Integral über die ge-
samte Regelfläche des Winkels θ definiert. Da-
durch erlaubt die Minimierung dieser Zielfunk-
tion das Erreichen der optimalen Form. Das 
Optimierungsproblem wird wie folgt definiert:

minimiere	
 	  

wobei

unter den Nebenbedingungen 
	 u0 ≤ u ≤ u1		              (15)
	 v0 ≤ u ≤ v1; (u,v) ∈ ℝ2	             (16)

[27]. Mathematically, this can be achieved if 
the trajectories of the principal stresses can be 
described as continuous functions along the 
ruled surface under consideration. At any point 
along this function, the tangents can be taken 
and the angle of these tangents to the nearest 
tendon axis can be determined. If the objective 
function I is defined as the summation of these 
calculated angles, minimizing I would return 
the optimal shape for the prestress along the 
generatrixes. This principle is shown in Fig. 11, 
where an arbitrary ruled surface is shown, 
which was created by a directrix c(u) and a func-
tion d(u) for the generatrix. The ruled surface 
can be described by a linear combination of 
these two functions:

x(u,v) = c(u) + vd(u)			              (12)

The tensile stress trajectories are shown in  
Fig. 11 as blue curves. To calculate the direc-
tional deviations between the tensile stress 
trajectories and the associated generatrix, the 
tangent of the stress function Γ(x(u, v)) must be 
determined as the derivative with respect to the 
axis defined by d(u). The resulting angle Θ(u,v) 
can then be determined by the arc cosine of the 
scalar product of the two vectors divided by 
their respective lengths (see Fig. 11).

The integral over the entire control surface of 
the angle Θ is defined as the objective function. 
Thus, the minimization of this objective func-
tion allows the optimal shape to be obtained. 
The optimization problem is defined as follows:

minimize	
 	

 with	  	

subject to	 u0 ≤ u ≤ u1	             (15)
		  v0 ≤ u ≤ v1; (u,v) ∈ ℝ2            (16)

(13)

(14)

(13)

(14)
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The problem with this concept resides in the 
diffi  culty of analytically describing the principal 
tensile stress trajectories for a given load in the 
shell. The approach proposed below to solve 
this problem is to use a discretized analysis in-
stead of integrating a continuous function. The 
discretized objective function, which minimizes 
the angle between the principal tensile stress-
es and the generatrix, can then be described as 
follows:

With:
Θi,j Angle between principal tensile stress  
 vector Γ(x(ui, vi)) and corresponding 
 direction vectors of the generatrix d(ui)
Δu Discrete variation of u
Δv Discrete variation of v

Das Problem dieses Konzeptes liegt in der 
Schwierigkeit, die resultierenden Hauptspan-
nungsvektoren bei einer gegebenen Last in der 
Schale analytisch zu beschreiben. Der im Fol-
genden vorgeschlagene Lösungsansatz für die-
ses Problem ist die Anwendung diskretisierter 
Analyse anstatt der Integration einer stetigen 
Funktion. Die diskretisierte Zielfunktion, welche 
den Winkel zwischen den Hauptzugspannungs-
vektoren und der Erzeugenden minimiert, kann 
dann wie folgt beschrieben werden:

Mit:
Θi,j  Winkel zwischen Hauptzugspannungsvek-
 tor Γ(x(ui, vi)) und dazugehörige Rich-
  tungsvektoren der Erzeugenden d(ui)
Δu Diskrete Variation von u
Δv Diskrete Variation von v

Bild 11: Herleitung des Winkels zwischen den Hauptspannungstrajektorien und den Erzeugenden der Regelfl äche | 
Fig. 11: Derivation of angle between principal tensile stress trajectory and generatrix of an arbitrary ruled surface

(17)

(17)
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To illustrate this concept, a number of exam-
ples with diff erent geometric parameterization 
and structural mechanics were studied. One of 
these examples is based on the Zarzuela Hip-
podrome designed by Eduardo Torroja in 1941 
[28]. The global system acts as a cantilever, 
however the shape of the shell allows the bend-
ing moment to be converted into membrane 
stresses. The ruled surface of the example 
(Fig. 12) has similar boundary conditions and 
acts also as a cantilever. The geometry param-
eterization used in the optimization is shown in 
Fig. 12 on the left. The ruled surface is defi ned 
by two directrix curves c1 and c2. Both curves 
are defi ned as cosine functions. These are var-
iable in their length, height and period. This 
allows for a wide variety of shapes. The sup-
ports are then automatically generated at the 
maximum and minimum height points along c1. 
Subsequently, a multi-objective optimization 
was performed in which deformation energy, 
buckling load factors and deviation angle were 
defi ned as objective functions. Fig. 12 on the 
right shows an exemplary result from the Pa-
reto front. Finally, an optimization routine was 
implemented to determine the optimal distri-
bution of tendons for each solution.

Um dieses Konzept zu verdeutlichen, wurde 
eine Reihe von Beispielen mit unterschied-
licher geometrischer Parametrisierung und 
Strukturmechanik untersucht. Eines dieser 
Beispiele basiert auf dem von Eduardo Torroja 
1941 entworfenen Zarzuela Hippodrome [28]. 
Das globale System fungiert als Kragarm, al-
lerdings ermöglicht es die Form der Schale, die 
Biegemomente in Membrankräfte umzuwan-
deln. Die Regelfl äche des Beispiels fungiert als 
Kragarm mit ähnlichen Randbedingungen wie 
in [28]. Die in der Optimierung verwendete 
Geometrieparametrisierung ist in Bild 12 links 
dargestellt. Die Regelfl äche ist defi niert durch 
zwei Leitkurven c1 und c2. Beide Kurven sind 
als Cosinus-Funktionen defi niert. Diese sind in 
ihrer Länge, Höhe und Periode veränderlich. 
Damit wird eine Vielzahl an Formen ermög-
licht. Die Aufl ager werden anschließend auto-
matisch an den Punkten der maximalen und 
minimalen Höhenlage entlang c1 generiert. 
Anschließend wurde eine Mehrzieloptimie-
rung durchgeführt, in der Verformungsener-
gie, Beullastfaktoren und Abweichungswinkel 
als Zielfunktionen defi niert wurden. Bild 12 
rechts zeigt ein exemplarisches Ergebnis aus 
der Pareto-Front. Abschließend wurde eine 
Optimierungsroutine implementiert, welche 
die optimale Verteilung der Spannglieder für 
jede Lösung bestimmt.

Bild 12: Geometrieerzeugung des Modells (links) und optimale Lösung mit Anordnung der geradlinigen Spannglieder (rechts) | 
Fig. 12: Generation of the model geometry (on the left) and optimal solution disposition of the linear tendons (on the right)
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11 Fazit und Ausblick

Windschiefe Regelflächen weisen trotz ihrer Er-
zeugung aus Geraden eine doppelte Krümmung 
auf und ermöglichen eine vergleichsweise ein-
fache Schalungsherstellung. Dadurch lassen 
sich die statischen Vorteile einer Schalentrag-
wirkung mit einem relativ geringen Herstel-
lungsaufwand verbinden. 

Im Mittelpunkt des Entwurfs von dünnen Bau-
teilen aus Beton und insbesondere von Schalen-
tragwerken steht die Formfindung. Klassische 
Formfindungsmethoden sind üblicherweise 
auf Tragwerke mit reiner Membranwirkung 
beschränkt. Da Bauteile mit Regelflächengeo-
metrie i. d. R. keinen reinen Membranzustand 
aufweisen, ist für ihren Entwurf eine Ergänzung 
mittels der Methoden der Strukturoptimierung, 
insbesondere der Formoptimierung, vielver-
sprechend. 

Im Rahmen dieses Projektes wurde die Ver-
wendung eines liniengeometrischen Modells 
zur Formoptimierung von Betonbauteilen mit 
Regelflächengeometrie untersucht. Bei der 
Verwendung eines liniengeometrischen Mo-
dells kann der Vorteil genutzt werden, dass der 
Entwurfsraum auf Regelflächen eingeschränkt 
wird. Allerdings ist die Identifikation einzelner 
Punkte der Erzeugenden mit dem liniengeo-
metrischen Modell nicht unmittelbar möglich. 
Deshalb muss die erzeugte Form in den eukli-
dischen Raum übersetzt werden, um eine Trag-
werksanalyse durchzuführen zu können. Somit 
wird klar, dass das liniengeometrische Modell 
nicht für den gesamten Optimierungsprozess 
verwendet werden kann. 

Mit dem Ziel, dünnwandige Betonbauteile mit 
Regelflächengeometrie dennoch mittels der 
Verwendung des liniengeometrischen Modells 
zu optimieren, wurde im Jahr 2016 an der TU 
Berlin das Softwaremodul GHtoSOFi entwickelt. 
Anhand der Formoptimierung einer Schalen-
brücke mit Regelflächengeometrie wurde das 
Potential des entwickelten Softwaremoduls 
gezeigt und eine kleine Schalenbrücke im Maß-
stab 1 : 6,7 aus Textilbeton als Demonstrator 

11 Conclusion and outlook

Despite being generated from straight lines, 
skew ruled surfaces can exhibit a double curva-
ture and allow comparatively simple formwork 
fabrication for concrete shells. This allows the 
combination of structural advantages of a shell 
structure with a relatively low manufacturing 
cost. 

Form finding is the crux of the design of shell 
structures. Classical form-finding methods are 
usually limited to structures exhibiting a pure 
membrane state. Since structural elements 
with ruled surface geometry usually do not 
exhibit a pure membrane state, a supplemen-
tation to this method is necessary. Structural 
optimization methods, in particular shape opti-
mization, is highly promising for the conceptual 
and structural design.

In this project, the use of a line geometric model 
for shape optimization of concrete components 
with ruled surface geometry was investigated. 
While using a line geometric model, the ad-
vantage can be used that the design space is 
restricted to ruled surfaces. However, the iden-
tification of individual points of the generators 
with the line geometric model is not possible 
directly. Therefore, the generated shape must 
be transformed into Euclidean space in order to 
perform structural analysis. Thus, it becomes 
clear that the line geometric model cannot be 
used for the entire optimization process.

With the aim of optimizing thin-walled concrete 
components with ruled surface geometry by us-
ing the line geometric model, the software mod-
ule GHtoSOFi was developed at the TU Berlin in 
2016. The potential of the developed software 
module was shown by shape optimizing a shell 
bridge with ruled surface geometry and then 
realizing a shell bridge prototype on a scale of  
1 : 6.7 made of textile concrete as a demon-
strator. Here, the formwork fabrication from 
polystyrene foam by hot wire cutting and the 
related issues regarding the formwork design 
were investigated. Although the formwork pro-
duction for the demonstrator was successful, 
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realisiert. Hieran wurden die Schalungsherstel-
lung aus Polystyrol-Schaum durch Heißdraht-
schneiden und die damit verbundenen Fragen 
hinsichtlich der Schalungskonzeption unter-
sucht. Obwohl die Schalungsherstellung für 
den Demonstrator erfolgreich war, haben sich 
einige Punkte ergeben, bei denen noch Verbes-
serungspotential besteht.

Die Untersuchungen in diesem Projekt zeigen, 
dass das liniengeometrische Modell für die For-
moptimierung von Betonbauteilen mit Regel-
flächengeometrie geeignet ist und sich als gute 
Alternative zu konventionellen Ansätzen (z. B. 
CAGD- und FE-basierte) darstellt. Allerdings  
kann sich das liniengeometrische Modell gegen-
über aktuellen Ansätzen (z. B. das isogeometri-
sche Verfahren) als ineffizienter aufgrund des 
oben genannten Nachteils erweisen. Ein Ver-
gleich beider Ansätze sollte im Rahmen zukünf-
tiger Forschung untersucht werden.

Bei Betonbauteilen bringt eine Vorspannung 
durch eine Reduzierung der Rissbildung in den 
Zugzonen bedeutsame konstruktive und wirt-
schaftliche Vorteile. Im Rahmen dieses Projek-
tes wurde die Möglichkeit der Formoptimierung 
von Betonschalen mit Regelflächengeometrie 
für den Einsatz von Spanngliedern entlang der 
Erzeugenden untersucht. Ein mathematisches 
Modell wurde entwickelt, das als Zielfunktion 
verwendet werden kann. Exemplarische Bautei-
le wurden untersucht und nach dem entwickel-
ten Ansatz optimiert. Die Ergebnisse zeigen ein 
großes Potential für den hier dargestellten und 
mögliche weitere Anwendungsbereiche, aller-
dings stellt der aktuelle Stand nur einen ersten 
Ansatz dar. Zukünftige Forschung sollte betrie-
ben werden, um diesen weiterzuentwickeln.
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few areas were identified where there is still  
potential for further improvement.
 
The investigations in this project show that 
the line geometric model is suitable for shape  
optimization of concrete members with ruled 
surface geometry and is a good alternative to 
conventional approaches (e.g. CAGD and FE-
based). However, the line geometric model may 
prove to be inefficient compared to current  
approaches (e.g., the isogeometric method) 
due to the disadvantage mentioned above. A 
comparison of the two approaches should be  
carried out as part of future research.

In concrete shell structures, prestressing can 
lead to significant structural advantages by re-
ducing cracking in the zones with tensile stress-
es. In this project, the possibility of optimizing 
the shape of concrete shells with ruled surface 
geometry for the use of tendons along the 
generatrices was investigated. A mathematical 
model was developed that can be used as an 
objective function. Exemplary structures were 
studied and optimized using the developed ap-
proach. The results show great potential for the 
application presented here and possible further 
applications, however, the current status repre-
sents only a preliminary approach. Future re-
search has to be carried out in order to develop 
it further.
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